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CLASA a IX-a 

 

SOLUȚII ŞI BAREME ORIENTATIVE 

 

 

Notă: - Pentru orice soluție corectă, chiar dacă este diferită de cea din barem, se acordă 

punctajul corespunzător. 

 - Nu se acordă fracțiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru 

rezolvări parțiale, în limitele punctajului precizat în barem. 

 - Se acordă zece puncte din oficiu.  

 

Subiectul I (20 puncte) 

Să se determine numărul real x care satisface proprietatea 

[
3𝑥−3

2
] = [

3𝑥−1

6
] + [

3𝑥+1

6
] +

2𝑥+1

3
 , 

unde [𝑎] reprezintă partea întreagă a numărului 𝑎. 

Soluție:  

Folosim relația  [3𝑎] = [𝑎] + [𝑎 +
1

3
] + [𝑎 +

2

3
] 

[
3x − 3

2
] = [3 ∙

3𝑥 − 3

6
] = [

3𝑥 − 3

6
] + [

3𝑥 − 3

6
+

1

3
] + [

3𝑥 − 3

6
+

2

3
] = 

= [
𝑥 − 1

2
] + [

3𝑥 − 1

6
] + [

3𝑥 + 1

6
] 

⇒ [
𝑥 − 1

2
] + [

3𝑥 − 1

6
] + [

3𝑥 + 1

6
] = [

3𝑥 − 1

6
] + [

3𝑥 + 1

6
] +

2𝑥 + 1

3
 

 

⇒ [
𝑥 − 1

2
] =

2𝑥 + 1

3
∈ ℤ 

 

Notăm  
2x+1

3
   = 𝑘, 𝑘 ∈ ℤ 

⇒ x =
3k − 1

2
   și 𝑘 ≤

𝑥 − 1

2
 < 𝑘 + 1 ⇔ 2𝑘 ≤

3𝑘 − 1

2
− 1 < 2𝑘 + 2 

⇒ 4𝑘 ≤ 3𝑘 − 3 < 4𝑘 + 4 ⇒ −7 < 𝑘 ≤ −3 ⟹ 𝑘 ∈ {−6; −5; −4; −3} 

⇒ 𝑥 ∈ {
−19

2
; −8;

−13

2
; −5}. 

 



 
 

 

Detalii de rezolvare 
Barem 

asociat 

Folosește relația [3a] = [a]+[a +
1

3
] + [a +

2

3
] 2p 

Deduce [
3x − 3

2
] = [3 ∙

3𝑥 − 3

6
] = [

3𝑥 − 3

6
] + [

3𝑥 − 3

6
+

1

3
] + [

3𝑥 − 3

6
+

2

3
] =

= [
𝑥 − 1

2
] + [

3𝑥 − 1

6
] + [

3𝑥 + 1

6
] 

4p 

Deduce  

[
𝑥 − 1

2
] + [

3𝑥 − 1

6
] + [

3𝑥 + 1

6
] = [

3𝑥 − 1

6
] + [

3𝑥 + 1

6
] +

2𝑥 + 1

3
 

⇒ [
𝑥 − 1

2
] =

2𝑥 + 1

3
∈ ℤ 

2p 

Notăm 
2x+1

3
   = 𝑘, 𝑘 ∈ ℤ  ⇒ 𝑥 =  

3k−1

2
 3p 

Din 𝑘 ≤
𝑥 − 1

2
 < 𝑘 + 1 rezultă 2𝑘 ≤

3𝑘 − 1

2
− 1 < 2𝑘 + 2 3p 

Deduce : 4𝑘 ≤ 3𝑘 − 3 < 4𝑘 + 4 ⇒  −7 < 𝑘 ≤ −3 ⟹ 𝑘 ∈ {−6; −5; −4; −3} 4p 

Deduce  𝑥 ∈ {
−19

2
; −8;

−13

2
; −5}. 2p 

Total ...........................................................................................………….……... 20p 

  



 
Subiectul II (20 puncte) 

Se consideră ABCD patrulater convex, E mijlocul segmentului (AB) și 𝑀 ∈ (𝐵𝐶), 𝑁 ∈

(𝐴𝐷), astfel încât  
BM

BC
=

AN

AD
 = 𝑘. 

a) Să se exprime  𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  și  𝐸𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  în funcție de k și  𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 

b) Să se arate că mijloacele segmentelor (AB), (MN) și (CD) sunt puncte coliniare. 

Soluție: 

a) 𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑘𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑘(𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑘𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑘𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 

=  (𝑘 − 1)𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗+k𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐸𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑘𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑘(𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑘𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑘𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 

= (1 − 𝑘)𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑘𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

b) Fie F – mijlocul lui (MN) și G – mijlocul lui (DC) 

𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐸𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

2
=  

(𝑘 − 1)𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑘𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (1 − 𝑘)𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑘𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

2
=

𝑘(𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)

2
 

𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

2
 

⇒ 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑘𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ și 𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ − coliniari ⇒ 𝐸, 𝐹, 𝐺 − coliniare  

Detalii de rezolvare 
Barem 

asociat 

a) Deduce 𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑘𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑘(𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) 3p 

𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑘𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑘𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑘 − 1)𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗+k𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 2p 

Deduce  𝐸𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑘𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑘(𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)  3p 

𝐸𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑘𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑘𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (1 − 𝑘)𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑘𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 2p 

b) Fie F – mijlocul lui (MN) și G – mijlocul lui (DC). Arată că  

𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐸𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

2
=  

(𝑘 − 1)𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑘𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (1 − 𝑘)𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑘𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

2
 =

𝑘(𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)

2
 

5p 

Arată că    𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

2
 2p 

𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑘𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ și 𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ − coliniari ⇒ 𝐸, 𝐹, 𝐺 − coliniare 3p 

Total ...........................................................................................………….……... 20p 



 
 

Subiectul III (25 puncte) 

Fie triunghiul ABC și D, E, F mijloacele laturilor BC, CA respectiv AB. Notăm 

𝐻1, 𝐻2, 𝐻3 ortocentrele triunghiurilor AFE, BDF respectiv CDE și O centrul cercului 

circumscris triunghiului ABC. Să se arate că dacă O este centrul de greutate al triunghiului 

𝐻1𝐻2𝐻3 atunci triunghiul ABC este echilateral. 

Soluție:  

Fie H – ortocentrul triunghiului ABC 

Din 𝐸𝐻1 ⊥ 𝐴𝐵 și 𝐶𝐻 ⊥ 𝐴𝐵 rezultă că 𝐸𝐻1 ∥ 𝐶𝐻. 

Cum 𝐴𝐸 = 𝐸𝐶 ⇒ 𝐸𝐻1este linie mijlocie în triunghiul AHC ⇒ 𝐻1este mijlocul segmentului 

AH și deci 𝑂𝐻1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

2
. 

Analog, 𝐻2 este mijlocul segmentului BH și 𝐻3 este mijlocul segmentului CH și atunci  

𝑂𝐻2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 

𝑂𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

2
 și 𝑂𝐻3

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 
𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗+𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

2
. 

Obținem astfel: 𝑂𝐻1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐻2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐻3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =  

𝑂A⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

2
 + 

𝑂B⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

2
 + 

𝑂C⃗⃗ ⃗⃗  ⃗+𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

2
 = 

𝑂A⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +𝑂B⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +𝑂C⃗⃗ ⃗⃗  ⃗+3⋅𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

2
 

Dar O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Din teorema lui Sylvester obținem: 

𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

Atunci: 𝑂𝐻1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐻2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐻3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 

𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ +3⋅𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

2
 = 

4⋅𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

2
 = 2 ⋅ 𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

Dacă O este centrul de greutate al triunghiului 𝐻1𝐻2𝐻3 atunci 𝑂𝐻1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐻2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐻3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗   

⇒ 2 ⋅ 𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗   ⇒ 𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗     

deci 𝑂 = 𝐻 ⇒ △ 𝐴𝐵𝐶 este echilateral. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Detalii de rezolvare 
Barem 

asociat 

Deduce 𝐸𝐻1 ∥ 𝐶𝐻 și 𝐻1 este mijlocul segmentului AH  4p 

Deduce 𝐻2 este mijlocul segmentului BH 3p 

Deduce 𝐻3 este mijlocul segmentului CH 3p 

Deduce 𝑂𝐻1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐻2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑂𝐻3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =  

𝑂A⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

2
 + 

𝑂B⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

2
 + 

𝑂C⃗⃗ ⃗⃗  ⃗+𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

2
 = 

𝑂A⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +𝑂B⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +𝑂C⃗⃗ ⃗⃗  ⃗+3⋅𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

2
 3p 

𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 3p 

𝑂𝐻1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐻2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐻3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =

𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3 ⋅ 𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

2
=

4 ⋅ 𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

2
= 2 ⋅ 𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  3p 

𝑂𝐻1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐻2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐻3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗  3p 

Deduce din 𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑂⃗  că △ 𝐴𝐵𝐶 este echilateral 3p 

Total ...........................................................................................………….……... 25p 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
Subiectul IV (25 puncte) 

Fie 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 > 0 astfel încât 𝑎 + 𝑏 +  𝑐 +  𝑑 = 2. Demonstrați că 

1

𝑎 + 𝑏
+

1

𝑎 + 𝑐
+

1

𝑎 + 𝑑
+

1

𝑏 + 𝑐
+

1

𝑏 + 𝑑
+

1

𝑐 + 𝑑
≥

9

4
(

1

1 + 𝑎
+

1

1 + 𝑏
+

1

1 + 𝑐
+

1

1 + 𝑑
) 

Soluție: 

Folosim inegalitatea 
𝑥+𝑦+𝑧

3
≥

3
1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧

 pentru orice 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0 care este echivalentă cu  

1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
≥

9

𝑥+𝑦+𝑧
. 

1

𝑎 + 𝑏
+

1

𝑎 + 𝑐
+

1

𝑎 + 𝑑
≥

9

3𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑
=

9

2 + 2𝑎
=

9

2(1 + 𝑎)
 

Analog, 

1

𝑏 + 𝑎
+

1

𝑏 + 𝑐
+

1

𝑏 + 𝑑
≥

9

2(1 + 𝑏)
 

1

𝑐 + 𝑎
+

1

𝑐 + 𝑏
+

1

𝑐 + 𝑑
≥

9

2(1 + 𝑐)
 

1

𝑑 + 𝑎
+

1

𝑑 + 𝑏
+

1

𝑑 + 𝑐
≥

9

2(1 + 𝑑)
 

Adunând ultimele 4 relații, obținem 

2(
1

𝑎 + 𝑏
+

1

𝑎 + 𝑐
+

1

𝑎 + 𝑑
+

1

𝑏 + 𝑐
+

1

𝑏 + 𝑑
+

1

𝑐 + 𝑑
) ≥

9

2
(

1

1 + 𝑎
+

1

1 + 𝑏
+

1

1 + 𝑐
+

1

1 + 𝑑
) 

Înmulțind cu  
1

2
  ultima relație, obținem relația cerută. 

Avem egalitate pentru 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 =
1

2
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Detalii de rezolvare 
Barem 

asociat 

Se folosește inegalitatea 𝑀𝑎 ≥ 𝑀ℎ:   
1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
≥

9

𝑥+𝑦+𝑧
 5p 

Se deduce că  

1

𝑎 + 𝑏
+

1

𝑎 + 𝑐
+

1

𝑎 + 𝑑
≥

9

2(1 + 𝑎)
 

4p 

Se deduce că  

1

𝑏 + 𝑎
+

1

𝑏 + 𝑐
+

1

𝑏 + 𝑑
≥

9

2(1 + 𝑏)
 

4p 

Se deduce că  

1

𝑐 + 𝑎
+

1

𝑐 + 𝑏
+

1

𝑐 + 𝑑
≥

9

2(1 + 𝑐)
 

4p 

Se deduce că  

1

𝑑 + 𝑎
+

1

𝑑 + 𝑏
+

1

𝑑 + 𝑐
≥

9

2(1 + 𝑑)
 

4p 

Se adună relațiile și se obține relația din enunț. 2p 

Avem egalitate pentru 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 =
1

2
 2p 

Total ...........................................................................................………….……... 25p 

 

 


